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新量子力學の襲展㈲
Vペンハーゲンに凡てぺ。ヨルタン
（Di・N・turwissenschaften誌1927第31號所載）
　　　　　　　　　　　6・　シユレエゲインゲルの理論
　　先づ唯一っの電子が電磁揚に在る場合の力學を考へるならば，Schr6din－
　gerの理論はde　Broglieの思想を正しく燧行完成しだものに外ならない一．
　前に申し述べたde　Broglieの方程式は力が作用しない直線蓮動にある粒
　子に封ずる振動数（ミ位相速度）を決定した，此の際波動の振幅は全室間に
　於て命じ大きさであるこ假定しナこ．然しながら加速度を有し曲線響動をな
　す粒子に樹しては事柄は更に複雑なものであって，de　Broglieの方程式は
　適宜に一般化されねばならない．此の事を成し逡1ナたのがSchr6dingerで
　あるが，彼は，de　Broglie波動の振幅（揚所の鹸撒ミして）こ其の振動藪こ
　が依って以て一般的に決定される一つの微分方程式を與えた．此の微分方
　程式を説明するに際し，叉其のマトリックス理論εの關係を述べるに當
　り，前ミ同様に簡輩な場合，帥ち，唯一つの自由度を有するシステム，從
　つて一一tF元的蓮動をする質鮎の場合に就いて言はう．そうするS，此の質鮎・
　は留る一つのエネルギー画藪
　　　　　　　　　　　　　H＝t．p2＋U（q），
を有する，藪にpは，葡ε同檬，力積mqを意味する，　U（q）は（時間を明、
　ら様にはん含でみないものミ假定するものであるが）その質鮎のボテンシ
　ヤルエネルギである．此の粒子力學的關係を波動力學に移す爲めに，エネ
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置き換え次の振動の方程式を作る，即ち
　　　｛一壷（墨、嬬＋U（・）一W｝・（・）一・
此の式の中で’9（q）はSchr6dinger波の振幅であり，　Wはある’；、灘であ
る．此の微分方程式の解rp（q）を求むるのであるが，そのC！e（q）炉吾入の
考へてるる一元的全室下郎ちq軸の3こに於ても，到る所一義的であり
且つ有限であるやうなそう言ふrl（q）を求める。此の要求は，よく知られ
てみる三二的法則に依れば，一般にパラメタWの8のやうな値に封して
も満足されるε云ふわけのものではない．此の要求が充たされるやうな特
別なWのf直は，数記者によって上の微分二三式の「固有値」（Eigeユ｝wert）
ミ名付けられてみる所のものである．此の固有値が皆な離ればなれに（dis－
kret）に分布されてるるミ言ふ場合も起り得る，又湿る範團に渡ってその
中のすべての實撒が固有値であるミ言ふ襟な易合も超り得る，最後に又離
ればなれに不連績的な固有値が存在するΣ同時に蓮漬的に粗摂いナニ固有植：
が存在するε言ふやうな場合も起り得る．Schrodingerに從へば，此の固
有値が取りもなをさすシステムの色々な定常歌態に於けるエネルギーの嚴
密な量子論的の値である，郎ち，調和振動器見たやうに．粒子力學的の意
味で輩に週期的蓮動のみしかなす事が出來なくて，從って，ただ不連綾な
離ればなれな量子的歌態のみしかもつ事の出來ないシステムの場合には，
すべての固有値も又みな離ればなれに不連綾的に分布されてるる，北れに
反して，例へば，水素原子に証する様な微分方程式は一方に於て無限に澤
山な不連綾的な藪，師ち
　　　肌＿導（。一1，2……），（藪にR＿Rydb，，g鰍）
　　　　　　　　n
が微分方程式の固有値であり，他方に於ては，Wが零よりも大きいやう
なすべての撒が又微分方程式の固有値である．此の不連綾的な離ればなれ
の固有値は粒子力詠論で言ふ楕圓軌道に相等し，Balmerの公式ご一致
する，ミころが，W＞0の方の連績的に分布された固有値は，そのニネル
ギーが：量子られて居ない様な墜曲線軌道に相等する．「上に示した豪な方
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法で水素原子によって正しいエネルギー項（Energleterm）が得られる」ミ
言ふSchr6dingcrの石見は，蕾に物理學的に言って根本につき進んだやり
方ミ考へられるのみならす，藪學的に言っても最も三拝いなる重要さが存す
るものである．藪學者達は，特にHilbertの指導のもミに於て，永い以前
から微分方程式の固有値に劃一しナこ藪學上の諸問題を研鎖してゐナこ．そし
て，不連績的な固有値ミ同時に連四千に分布された固有値が現はれるやう
な微分方程式が存在せねばならぬε言ふ事はすつミ以前から知られてみた
でのある．然しながら，此の事が起るやうな簡軍な微分方程式の唯一つの
例すら實際に之を與える事は成功しなかつkのである．Schr6dii］gerは實
にこの第一の例を提供したのである．
　拐てSchr6dingerの理論からマFリックスを導出する事にかxらう・此
の際簡軍な爲めに，不連績的な量子歌態のみが起るやうなシステムを問題
εするEしやう．そうするざ　Schr6dingerの微分方程式の色々な固有値：は
何か写る欝欝列，例へばその大きさの順序で1，2，3……ミ言ふやうなもので
與える事が出立る．各固有値w。には振動方程式のそれに相等するee　rl（q）
属する，之れをWnに属する「固有函数」Eigenfunktionご名付ける・t8
てq及pのマトリックスを作る．その要素は
　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　・（・皿）：・＝∫…（・）・伽）dq
　　　　　　　　　　　－co
　　　　　　　　　　　　　うむつ及び　・（・m）一☆∫％（・）∂騰q）dq
　　　　　　　　　　　　　－ca
なる公式によって計算される．この式に於て，デは？に共範な複素数で
ある．Schr6dinger，　Pauli及びEckartは，斯くの如くして作つナこ此のマト
リックスは国際参つミ前に説明した理論に從って量子力仁和問題の解εし
て得られた所のマトリックスε全く一致するミ言ふ事を謹明した．
　勿論，此の撒餌的主張の町明は藪で述べる限りでない．その泰明の核心
Eも言ふべきものは，既に：Born及びWienerによって指摘され，量子力
學に利用され・に到つ醐事實であ・・鋤オペ・・ルー卦÷
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及オペラトルq（師ち，qを以て相乗する事）ミに掛してはマトリックス
pqに謁するε同じ交換規則があてはまる：帥ち，
　　　　　　　　h　　O　h　　b　　　h　　　　　　　騙r応q－q扇r乖「　π’
　もつ5詳しく説明するならば，若しqをアノレグメントεするやうな何
かある醜鰍f（q）にq手術（以下Operation　xS言ふ言葉は外科瞥者の術語
にならって手術ミ課しやう，吾々の文章では醤學上の事實ミ混同するおそ
れは全漁鯛鞭・虜購・を瓢・綱鵬ﾕに畜
手術恋し卿ちqについて微分する）そ艦果から・f（q）に万手llP¢
をなし次にq手術を施しナこ時に得られる結果を引くならば，吾人はかく
して再び幽藪f（q）を得る．この事はf（q）に直接1手術を施こして（郎ち
歎1をかける事）得られる結果ミ全く同じものである．（勿論上の式にはさ
㈱・も÷な三子二三はつて來・事は忘れてはならない）・
　斯くの姉き手術因子を以て計算するε言ふ事が量子力二二問題に封ずる
最も自然的な藪學的な方法であるε言ふ事を最初に知って居たのはBorn
及びWienerであった．二つの手術因子を相乗するΣ言ふ事は，丁度此の
二つの手術因子を次ぎ纏ぎに混用して得られる結果ε同じ結果を與えるや
うな手術因子を作るε言ふ事である．此の手術因子の乗積法は，量子力學
曜の鮒的乗融全・融欄I」に伽爾ほ・及び一?uから加法
や乗法に依って作られる手術因子の他になほ積分の助けによりても手術因
子を作る事洲：il減る．自llち，　g「x，y）を二つの二三x及びyの或る画数ε
するならば，
　　　　　　　F（x）　＝＝　idy・g．　（x．　，y）f（y）
なる方程式に依って，何か減る醜撒fに，それに封慮さすべき幽藪Fを
附蓮して定義する事が出來る；而もその画数Fに關しては，それが
　　　　　　　J　＝＝　！dy・g（x，y）
なる手術因子に依って酌撒fから誘出されるε言ふのである．此の際，
9（x，y）は，釣れを，此の手術因子の「生産幽藪」（erzeugende　Funktion＞
ミ名づける．手術因子を以て計算するミ言ふ事はすつε以前に寸寸者達に
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依って導出されてみたのであるが，・然し，此の最近になっては藪學外商の
方面から指導された所は比較的少ない．如何NSなれば，すべての牧飲の困
難や其他に射して，此の手術因子を以て文字通りに計算する事を数學的に
嚴密に基礎づけるミ言ふ事は屡々非常に困難な事柄であるからである．然
しながら，量子力士に・封しては，此の手術因子の方法は，重要な一般的な
法則の自然的な表現を與えるもので，此の方法が正確に藪學的に正しいか
曹うかミ言ふ事に關して幾重にも起って去る不完全はしばらく之れを大目
に見て置かねばならない．此れ等の問題が藪學者達の方面からも旺んに追
突議論されるE言ふ事は今後非常に望ましい事である．
　Schrδdingerの理論のマトリックス理論に於ける上に論じた關係は，澤
p［iの自由度を有するやうなシステムの場合にも又あらはれて來る．例へば
三つの自由度を有するシステム即ち一一iつの虚栄の量子論門田學は三次元の
室間に於ける波動σ）システムから誘出する事が出來る．然しながら：更に進
んで，もつミ澤山の自由度を有するシステムに行くも，最早やSchrOdiDger
のやり方では三次元の室間に於ける相鷹した波動システムを得る事は出來
なくて，Schrbdingerの波は，そのシステムが有する自由度の数ε同じだ
けの次元を有する抽象的な室間内に旗がって謝る．部ち，例へば二つの質
瀦系の場合には六次元の室間，三つの質鮎の場合には九次元の室闇εなる．
以下かくの如しである．批の貼にSch6dingerの理論が本質鮎にde　Broglie－
Einsteinの計叢ε異なる所があるのを見る事が出來る．　Einsteinに縁れば，
一つの閉ぢられた箱の中にある理想瓦斯は，此の三次元の箱の中で振動す
る波動系εして考へられる事，丁度光量子瓦斯が，三次元の電磁室洞内に
於ける波動系こ考へられるミ同じである，然しながら，Schr6dingerに從っ
て．理想瓦斯の量子力學的性質が因って決定される所の波動系は，普通の
室間内に振動するのではなくて瓦斯原子の抽象的な「坐標病間」（KGordina一．
tenraUm）内に振動する，だから此の察間は，若し1024個の原子が存在す
るならば，3．104の次元を有する事になる．
　Schr6diDgerの理論が得ナニ根本的な重要な進歩の一つは「量子られる事」’
の問題に曾てである，帥ち，SchrOdingerの波動振幅が全坐田子間（勿論無限
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遠近も含む）に於て一義的で且つ有限であるべきε言ふ要求一斗の要求
は，作業攣藪が整藪であるε言ふ在來の要求よりも，吾入の物理取的悟性
に於ては遙かに明白な要求であるが一此の要求から如何にして不噛癖な
個々別々な量子歌島が誘出する事が出慮るかは，一際，たった極熱べた所
である。
　此のSchr6dingerの結果の驚嘆すべき實際的の意味は結局次の事に存す
る．邸ち，彼の結果は量子力學の藪學的問題を敷式立てts，此の問題をよ
く知られナこそして非常に登展してみる籔學的方法を以て企てる事を可能な
らしめナこ．新量子力學が水素原子の場合に實際Balmerの公式を正しい方
法で與へるご言ふ事はすでにSchrδdinger爆前にPauli及びDlracに依
って示されナこ所である，然しながら實際慮用された方法を以てしても水素
原子の場合に推移の確率（Ubergangswahrscheinlichl〈ei亡en）（マbリックス
の要素）を計算しやうな3Σは全く望みない事のやうに見えナこ．薮でSch－
rOdingerの方法は救け船である．発ち，始めのマFリックスの理論では量子
力學の撒學的問題を無限に澤山の未知敷に嚇する無毒に澤山の方程式の助
けによって藪式立て，叉「q一撒」の理論は此位善南的に幾分御し易くしたε
は云へなほ事かわっナこ新奇な鮎に於て倫ほ取扱ひに困難がΣもなったので
あるが，Schr6dingerは量子力學の敷學的問題をこ二次のリネアールな偏微方
程式に臨して仕舞つナこ．而も此の方程式は，重要な場合に於ては直ちに二
三の普通の二次のリネアールな偏微分方程式にわかれて來るのである．か
くの如くして問題は百年も，もつミ前からあらゆる：方向に数學者達によっ
て研究され追究され來つナこ数歯上の問題ミなった．而も多くの場含に於て
は此の重要な特種な藪學的問題に封しτ得た微分方程式は，撒學に於け
る最もよく知られてみる古典的な微分程式に属して居り，よく知られて
みる前事上の繭撒一部ちKugelfunktionenミかHermiteの醜撒だミか
Laguerreの幽数εか云ふやうな一を直接慮議する事によってこれを解く
こミが煮繭るS云ふ事すらわかったのである．Schr6dinger自身が水素原子
の固有思立を完全に計算して全原子物理學に於ける最も重要な量子力學的
な特種な問題をあますεころなく解決した．他方に於て，Schr6din曹erの研
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究は，量子力學のアペリオデイシユな過程一士ち水素や其他の原子の場
合に於ける讐曲線軌道や電子の衝突による．原子の興奮なさ一への慮用併
びにHeisenber．cr　O）理論を，後でのべるやうに根本的に深め鑛張する事に
輸して必要不可鋏る見地を與えた．
　schrbdingerに豫れば，擾略論（st6rungstheorie）を彼の理論の縄張内で展
開する事が詳略る．それは原則ミしてはマトリツクスカ學に於ける擾麗1論
言全く同じものである．他方まtそれは：Lord　Rayleighによって與えられた
やり方を一般化したものε考へられナこ．Rayleighのやり方に心えば例へば
一様にはなってみないがナこX“窪く一寸だけ一様性からはなれてみるやうな
振動弦を取扱ふ止ヒのものも又今日の量子力學が到達した歎學的方法を極
度に用ひた一例を示すものであるが此の際には普通ならば何等關係なくあ
らはれて薫る撒學的法則が軍に同一の事實のちがった表し方ミして示され
る．かくの如くしてKramers及びHeisenbeエgの分散公式も又Schr6din－
ger一のやり方で勿論なし割ナる事が出賜る．
　特に注意に値：するのはSchr6dingerの幽藪ε電磁場の強さSの關係の問
題である。前に述べた澤山の次元の室間を考へる必要をさける爲めに，特
に一つの電子を有する：量子力學の問題に就いて論ずるならば，先づ第一の
問題は三次元の室間に籏がつて行くSchr6dingerの幽藪S電磁揚εは如何
なる相互作用にあるかε言ふ事であるt．此の相互作用の正確な智識は，突
然の光の放射や，光の原子による散齪なさN關帰する精細な問題に必要な
ものである．（例えば，方向エントアルツングな曹の場含に於ける共鳴輻射
の偏極な蓄）．Diracは．すでに「q一数」の方法に依って分散角度によるCom－
ptOnの分散線の張さを正確に計算する事に成功した．そして其の議論は
Cordonに依って．SchrδdiDgerの方法に嫁って論ぜられた．建ち，　CordOu
はSchrObingerの函藪ε電磁揚の間の相互作用に關して一定しずこ前提を作
り，純檸に波動力學的にDiracの結果ε同じ結果を得tのである．　Cordon
の論は最近SchOrdingerに｛衣って論ぜられてるる，然しながら此の方面の
問題には，前にのべナこ根本的な難黒占郎ち，光量子に解する波は普通の三次
元の室間を傅播するのに，電子に属する波は澤山の次元を有する室間を傳
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幡するε言ふ事は全く考えすミするも，なほ多くの疑問が残されてみるの
である．
　藪で一寸一言挿んで置きたいが，此れ等の難鮎を考へるに際しては，な
ほ次の様な事惰も考察せねばならない．郎ち，それは，普通の古典的光の
波動論は全然秩序立てられてみないi言ふ事である．而も此の古典的波動
論はすべての實験的に研究された干渉的現象を實験ε完全に調和せしめて
みる，然しながら，此の事は，吾々の光學的實験に於ては常に或る揚所に
於ける光の強さの時間的李均を問題εしてみるε言ふ事に存するものであ
る．若し（此の事は今まで成功しなかった事であるが）光の強さの出入りを
二二的に追究する事が出子たであらうならば，實験こ理論Eは非常にかけ
はなれてみたであらう．然しながらが，Einsteinが之才しを認めナこ様に，此
の強さの出入りに忘しては純梓に熱力學的に二三の結論を言ふ事が酒淫
る．今次の襟な事を考へる．暗黒輻射に依って満されてみるやうな一つの
室洞をεり，それから極く小さな一壷積Vを切り離して，臨くせまい振
動撒の領域v及びv十dvの間の輻射のみが何ら障害を受ける事なくして大
小の艦恩間を出入りする事が出來るやうにする．大きな艦積の部分から小
上積内に突入して來る，此の振動数領域内の光波間にはそうする＞S旧く除
目なゆれ（震動Schwebungen）が起るであらう．此のゆれε歩調を一にして
罷積の部分Vはdvなる振動鰍領域の輻射のエネルギを吸ふナこり吐いたり
する．Vなる禮積内に於ける此のエネルギーの揺動自乗（Schwanhmgquad
rat）の二半はEinsteinに覧れば，　Plauckの輻射法則を基ミして純檸に熟力
學的に計算する事が出來る．郎ち其の結果は，
　　　　　　浮一1以・＋÷÷
Eなる．薙にEdソはV内に於ける振動数領域dvの輻射エネルギーであ
る．他方叉熟力學の概念を慮用する事なくして振動数領域d・内に於ける
波の干渉を追究する事が出來る．故に全く猫立に此の揺動の自乗を計算す
る事が出來る，斯くして，Lorentzが示した様に，　Eeinsteinの結果こは異
なつナこ結果を得る．邸ち，
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　　　　　　　垂羨；，尋一
夏に全く見方をかえて光量子瓦斯の概念を利用すれば，撫動自乗は古典瓦
斯論に於いて密度の揺動が計算されるやりかナこで計算する事が出來るが其
の結果は
　　　　　　　AL’　＝　hv．E
である．揺動自乗のEinselnの公式は明らかに謎のやうな輻射の二重の
性質を示してみる．師ち，實際の撫動自乗は波動論的に計算した値E微粒
子論的に計算：した値ミの和になってみる。輻射エネルギーEが大きな場
合（Ray工eigh－Jeansの法則があてはまる三園に於ては）には三際的には「波
動論的」な部分のみが考へに入って來る，此の揚合には古典的光線が丁半
的には完全にあてはまる．此れに反して輻射密度が非常に小さな二合（卸
ちWienの法則があてはまる場合）には二二的にはt：　s’「微引子的」部分
のみが獲る．そして此の場合には輻射は極端な光量子瓦斯εなる．
　若しRayleigh－Jeansの輻射法則がPlanckの輻射法則のかわりにあては
まるであらうならば，熟力學的計算E純梓光學的（干渉現象をもεSする）
計算εの間の矛盾はなくなって仕舞ふであらう，故に，實際の揺動自乗ε
Lorentzに三って計算したのミの錯互は，丁嵐Planckの法則自身が，室
洞内の固有振動が量子られてるる事に基礎をおいてみるのミ同じ關係にあ
るにちがいない．此の「量子られてるる事」を量子力學の一般的原理から導
出するε言ふ事は，今の所，量子力學の今日までの藪式立てはtだ一つ一
つの質黒占（電子εか原子核だミか）のシステムに關罪してみるのに，電磁室
洞に於ては振動する連綾艦がは入って來るε言ふ事によってさまたけられ
るのである，
　然しながら，文字通りに全く同じ問題は結晶格子の振動の場合にも起っ
て回る．そして結晶はやはり下鮎のシステムであるからして，量子力學の
法則を結晶に鷹用する事には何等のさまナこけも起らないわ．けである．Born，
Heisenberg及び］ordanは一つの結晶格子内に於ける振動エネルギーの鑑
動をマbリックスの理論に縁って計算しナニ．そして其の結果は，此の振動
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のマトリックス理論的叙述は實車掌力學に依って要求される揺動自乗の値
を與えるこ言6事であった．此の事實は明らかに例へば次のやうに見られ
る．皐ば古典的理論に嫁れば第n番目の興奮歌態にある調和振動器はnhに
比例す・工裾一難してゐ・の瞳子欄・（・＋÷）・砒例す
るエネルギーを與える；故に基礎歌態（n＝o）に於てもなほ或る「零黒占エ
ネルギー」（Nullpunktsenergie）を有する，結晶格子の固有振動器は實際一
っ一つの調和振動器のやうに振舞ふのであるが，これも又同様に零鮎エネ
ルギーを有する．そして此の全盤鮎エネルギーは一様に全結晶にひろがっ
てみる．拐て結晶の幾つかの固有振動が興奮させられるミそれ等のエネル
ギーは相互に相干渉し合ふのみならす，叉零黒占エネルギー一　Sも相干渉する。
この爲めに全エネルギー揺動は大きくなる．此の檜大は輻射密度が大きな
場合（振動器が高度に刺戟される場合）には重要なものではない；然し振
動器が鋤く一寸だけ刺戟されて，そのエネルギーが零鮎エネルギー・ミの干
渉に依って強度の揺動にあちこちミゆれ動かされる場合には，此の壇大は
唯一の重要さをもって來る．
　〔附言．輻射ε物質εの相互作用の純梓な量子力學的考へ方に於ては，
今此の論文を書いてみる聞に，響く最近あらはれたDiracの大きな仕事騰
依って驚ろくべき進歩をなした．Diracは，輻射の一一つ一つの調和コムボネ
ントを量子られてるるε假面して輻射揚を正しい：量子力學的に取扱ふε
自由放射の疑似古典的取扱の際に生する見掛け上の諸難瓢を非常に満足な
方法で解決する事が出走，輻射幽静（Strahlungsdampfung）や線の廣さの
藪量的理論の根嫁を供する事が可能なる事を示しナこ．のみならすDirac
のやり方は，Bom，　Heisenberg及びJordanによってなされた次の議論を正
しい完結を供するものである事を藪で注意して置きtこい；その議論ミ謂ふ
のは，輻射の強度撫動に關する困難は量子力學的には，結晶格子に於ける
振動エネルギーの場合のそれに封劃する困難ε全く同じ方法で解決される
ミ言ふのである〕．
　此の章の最後に臨みなほ次の事を知らせて置こう，Kaluza及びMandel
に依って基礎づけられた，吾人の三次元の室間は一一つの四次元の室間内に
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横はつてみる（從って吾々の四次元の室間時間多檬性　RaUlnzeitmannig－
faltgkeitは一つの五次元の多様性内にある）E言ふ観念はKlein及びFock
に依ってSchr6dingerの理論ミ密接な關係にもtらされナこ．實際，若し室間
が非常にせまい圓筒表面に似たものではあるが然し此の表面が二次元的の
ものではなく丁度四次元的なものε考へられるやうなものであるE考～る
ならば，色々な便利を得るのである．此の四次元の室間ミ言ふのは，三つ
の方向には無限に或は非常に遠くまで接がつてみるが，第四番目の方向に
は週期的にそれ自身でクルクルまひをする．よく御存知の通りPauliは電
子に四つの量子敷が配せられる，帥ち四つの自由度が配せられる事を認め
ナこ．故にLondonミ共に此の新しい次元の假説ミ磁電子（Magnetelektron）
の理論の間の關連を求める事は明らかな事である．然しながら此の新次元
が如何に用ひられるかに關する決定は侮ほ將來の研究にまナこねばならない。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（荒木俊馬謬）
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